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TD 11 - Points fixes

Exercice 1. McCarthy
Soit c€ Com la commande IMP suivante :

if (101<X) then (X:=X-10; B:=B-1;) else (X:=X+11; B:=B+1;)
Soit we Com la commande : while (1<B) do c .

Soit 0 :Loc —N un état tel que o(B) = 1 et o(X) =net
soit o’ 1’état (s'il existe) tel que (w, o) — o’

1. Dans le cas ou n = 101, donner la dérivation de (w, o) — ¢’ (et déterminer o”).
2. Donner, en fonction de n, la suite des états (o)<, définie par :

op=0, om=0, Vi<m, oi(B)>0, et Vi<m, (c,01) = 0it1

Soit (E, <) et un ensemble partiellement ordonné (ou ordre partiel ou poset ).
> Une fonction f : E — E est dite monotone siVz,y € E,x <y = f(x) < f(y).
>> Un point fixe de f est un élement a € E tel que f(a) = a.

> Un pré-point fixe (resp. post-point fixe) d"une fonction f : £ — E est un élément x € E, tel
que f(z) < x (resp. f(x) > z).

> Pour une partie X C E, on note \/X (resp. AX) la borne supérieure (resp. la borne infé-
rieure) si elle existe. Onnote a V b = \/{a, b} (resp. a A b = A{a, b}).

> (E,<)estuntreillissiVz,y € F,32,2/ € E,z=xVyetz =z Ay.

> (F, <) est un treillis borné si c’est un treillis qui possede un minimum et un maximum.

Exercice 2. Knaster-Tarski

1. On suppose que Vz,y € E, 3z € E,z = x V y. Pour une partie X C E quelconque, que
peut-on dire de \/ X ?

2. Montrer qu'un ordre partiel (E, <) est un treillis borné ssi tout partie finie de £ a une
borne supérieure et une borne inférieure.

3. Montrer que si toute partie d"un ordre partiel £ a une borne supérieure alors toute partie
de E a une borne inférieure.

> Un treillis complet est un treillis dont toute partie a une borne supérieure (et donc une
borne inférieure par la question précédente).

On suppose que (E, <) est un treillis complet. On note L le minimum de E et T son maximum.
Soit f : E — E une fonction monotone et soit Py I'ensemble des points fixes de f.



4. Montrer que la borne inférieure de 'ensemble X des pré-points fixes de f est le plus petit
point fixe de f.

5. Vérifier que Py # () et montrer que (Py, <) est un treillis complet.

> Une chaine dans E est une partie X C E totalement ordonnée pour la restriction de ’ordre
< (Vz,ye B,z <yVy<uz).

> (E, <) est un ordre partiel complet si toute chaine X a une borne supérieure \/X.

> (E, <) est un w-cpo si c’est un ordre partiel complet pointé, i.e., avec un minimum L .

Soient (D, <p) et (E,<g) deux w-cpo, et f : D — E.

> f est continue si elle commute avec les sups : pour toute chaine X dans D, f(\/X) =

V(X)) (ou f(X) = {f(z), v € X}).

Exercice 3. Points fixes dans les w-cpos
Dans un w-cpo E :

1. Montrer que toute fonction continue est monotone.
2. Donner un exemple de fonction monotone mais pas continue.

3. Soit X un ensemble. Construire un w-cpo X | contenant X et tel que pour toute fonction
partielle f : X — D vers un ordre partiel D il existe une unique fonction continue » : X | —
D qui étend f.

Soit f : E — E une fonction continue.

4. Vérifier que pour tout € E, post-point fixe pour f, X, = {f"(z) | n € N } est une
chaine de D. Que peut-on dire de \/ X, ?

5. En déduire que f admet un plus petit point fixe.
Exercice 4.

1. Soit D et E deux w-cpos. Montrer que 1’'ensemble [D — E| des fonctions continues entre
D et E est un w-cpo.

Soit la fonctionnelle 7 : (N — N) — (N — N) telleque Vf : N - N

N — N

(f) : o Je-10 si x> 100
x
f?(x +11) sinon.

Considérons les extensions continues des fonctions sur N; — N (c¢f question 3, Exercice 3 ).
2. Vérifier que 7 est continue sur N; — N .

3. En déduire que 7 a un plus petit point fixe.



