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Les w-cpos forment une Catégorie Cartésienne Close

On considére ici les w-cpos avec élément minimal.

1. Montrer que la fonction Idp sur un cpo D est une fonction continue et que la composée de deux
fonctions continues est continue.

2. On note [A — B] lensemble des fonctions continues entre deux cpos A et B. Montrer qu’il est
également w-cpo.

3. On note A x B le produit cartésien entre deux w-cpos, montrer qu’il est également un w-cpo.

4. Prouvez que f € [A x B — C] est continue si et seulement si pour toute chaine z € AN, y € BY on
ait :

f(supz,supy) = sup f(z x y).

5. Soit A un w-cpo et Y la fonction qui a une fonction continue de [A — A] associe son plus petit

point fixe. Prouvez que Y € [[A — A] — A].

6. Soit A, B,C' trois w-cpos. Construisez deux fonctions Evy g € [[A - Bl x A — Bl et Aupc €
[[AxB — C] — [A — [B — C]] qui correspondent a I’évaluation d’une fonction et & la curryfication.
Il faut montrer qu’elles sont continues!

Vos fonctions devront étre suffisamment naturelles pour satisfaire les axiomes suivants.

Aapc(f)og = Aapce(fo<gom,m>)
Evpco<Aapc(f)om,m> = f
Aasspas(Evap) = Idasp

ot f:AxB—Cetg:A — Aetou pour toutes fonctions hy : X — Y7, ho : X — Y5 on définit
< hl,hg > X =Y xY, par r — (h1($),h2($))

On vérifiera au passage que, dans chaque égalité, le membre droit et le membre gauche appartien-
nent au méme ensemble de fonctions continues.

Interprétation fonctionnelle

On considére le langage de terme suivant.

t = T | F | n | x | Azt | (t1,t2)
| m@) | m(t) | (#at2) | t1=nattz | recxz.t | ift; then 2 else 3

Question 1. Donnez des régles de réduction pour ce calcul, un systéme de typage. On admetira toutes
les bonnes propriétés syntaviques de ce calcul (confluence, lemme de substitution, préservation du typage,

Question 2. Programmez la fonction prédécesseur, l’addition ou une fonction rigolote de votre choiz.
Question 3. Concevez une sémantique dénotationnelle [T] pour les types de ce systéme.

Question 4. Essayer d’associer 4 chaque séquent de typage x1 : Ti,...;Ty : Tn F t : T un élément
[x1: 71,0y T E E 7] € [ Xzt n[m:] — [7]]-



Question 5. Donnez les dénotations de (A\x.z) Q et de (Ax.\y.y) Q avec 2 = recw.w.
Question 6. Démontrez que t1 — to implique [t1] = [t2].

Question 7. Montrez que pour un terme clot - t : int que t —* n si et seulement si pour tout o,

[tlo = [n].

Full abstraction

Etant donné deux termes t; et t, de méme type 7 dans un contexte I', on dit qu’ils sont observation-
nellement équivalents si et seulement si il n’existe pas de contexte clos C[] de type bool avec un trou de
type 7 typable, tel que C[t1] et C[to] sont clos, C[t;] n’est pas normalisable et C[t3] est normalisable. On
note t1 ~ to.

On dit d’une sémantique [-] qu’elle est fully abstract (pleinement abstraite ?) si [t1] = [t2] < €1 ~ to.

Question 8. Montez qu’on a [t1] = [t2] = t1 ~ to.

Question 9. Donner une sémantique dénotationnelle au ou-paralléle (un opérateur booléen qui retourne
méme quand un de ses arguments diverge et l’autre converge). Est-il implémentable ¢

Question 10. Montrez que notre sémantique n’est pas fully abstract.

Construire des sémantiques fully abstract pas trop artificielles est une sorte de Graal pour les séman-
ticiens et dépasse un peu les ambitions de ce cours.

Somme, référence ...

Question 11. Rajoutez un type somme au langage précédent : étendez les régles de calcul, le systéeme de
typage.

Question 12. Quel probléeme voyez vous pour étendre la sémantique ? Vous avez une solution ?

Question 13. Idem avec des références.



