Marc Lasson - Pierre Lescanne Programmation 2 TD n°3 du 9 et 10 février 2010

Modeles de Kripke - Syntaxe du calcul des
prédicats

1 Modeles de Kripke

1.1 Mise en bouche

Question 1. Rappeler la définition des modéles de Kripke.
Question 2. Enoncer la correction et la complétude des modéles de Kripke.

Soit I'univers M : et I'univers M :
3 4 5 6 6

NAT T
NS
\./

avec 3IFa,51Fa,51Fb,6I1Fb avec 11F0,21Fa,41F ¢
Question 3. Préciser quels mondes des univers M1 et My forcent les formules suivantes :
a b c —a —b —c a—b b—a a/Nb aVb a—b—a
(ma —a) —a c—a c—b 1 cVa (a—b—c)—(a—b —a—c

Question 4. Prouver que pour toute formule p, si m - p et m’ > m alors m’ I+ p.

Question 5. Pour chacune des formules suivantes, donner une preuve en logique classique et
un contre-modeéle de Kripke :

X > X (X YY)V (Y = X) ~X VX (X > Y)VXV-Y

(X —-Y)—>-XVY (X —--Y)—-Y - X

Question 6. Soit I' un ensemble de formules. Construisez un modéle de Kripke K (qui dépend
de T'), tel que pour tout A, I' b; A si et seulement si Ik T' (on dit d’un tel modéle qu’il est
complet pour K).

1.2 Morphismes zig-zag
(Exercice tiré du livre Introduction a la logique de David, Nour et Raffalli)

Soient K01 = (|K1], <1,1F1) et Ko = (|2, <2,IF2) deux modeles de Kripke du calcul propo-
sitionnel. Un zig-zag morphisme est une fonction ¢ de |K1| dans |K2| telle que

— (p est croissante,

— Pour tout ay € |K1], aq IF1 X ssi (o) ko X,

— Pour tout a; € |Ky| et tout B2 € |Ka| tel que p(a1) <2 [, il existe 51 > «; tel que

@(B1) = Bo.

Question 7. Montrer que si ¢ est un zig-zag morphisme, aq € |K1| et A est une formule, on
aaylFy A ssip(aq) k2 A.
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2 Calcul des prédicats

Question 8. Rappeler les quatre régles concernant les quantificateurs du premier ordre en
déduction naturelle.

Question 9. Montrer dans NJ ou NK :

FVYz.(PAQ) < (Yx.P) A (V2.Q)
Vz.(P — Q) < (P — Vz.Q) avec x Pas libre dans P+ —Vz.P < Jz.-P

On rappelle les regles associées a 1’égalité :

LrAfja)  Tre=t
=-Intro 5 —5 T+ A[Y/a] =i

Question 10. Prouver la symétrie et la transitivité de =.

Question 11. Montrer (dans NK surtout) :

FVa.P(x) — Jy.P(y) F 3z.Vy.(R(z) — R(y))
=329y [S(y) — R(z)] — [S(x) = R(y)] F3evy [[R(f(z)) — R(f(y))] = R(z)] — R(y)
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