Correction - Théories mathématiques

1 Théories Mathématiques

Question 1. — Associativité : Ve y,x-(y-z) = (z-y) - 2,
— Neutre :Vx,x-e=x et Vx,e -x =,
— Inverse :Vx,xz™ ' -z =e.

Question 2. On s’autorise allégrement a effacer les hypothéses dont on ne servira pas. La preuve du
premier est en deux morceaut :
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Ezercice supplémentaire si vous avez du mal : compléter les trous et trouver le nom des régles utilisées.
On obtient le deuziéme en utilisant la preuve précédente.
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Pfiouuu... j’espere que ¢a intéresse quelqu’un!
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Question 3. Ce n’est pas si dur a retenir, il y a 2 axiomes pour le successeur, 2 pour l'addition et 2

pour la multiplication. Plus le schéma d’induction.
1. Ay :Va,s(x) #0,

As :Vry,s(z) =s(y) =z =y,

Ay :Vxy,x+0=z,

As :Vzy,x+s(y) = s(z+y),

Ag :Vry,x x0=0,

6. Ay :Vry,x xs(y) =z Xy+x.

Et pour chaque proposition P dont les variables libres sont incluses dans {x1, ..., Tpn, 2},

Vay...Tn, (P[0/2] = (Vz, P = P[s(x)/z]) = Vz, P.

Ce qui revient & rajouter la régle (exercice : vérifiez-le : il faut montrer qu’on peut prouver n’importe
instance du schéma d’axiome grace a cette régle et montrer qu’on peut remplacer utilisation de cette

régle dans une preuve par une invogquation d’une instance).

'+ P[0/z] I, P+ P[s(x)/z]

T F Vz, P

x ¢l

On rajoute parfois Uaxiome Ay Vr,x = 0V Jy, s(y) = x qui est pourtant démontrable. Il suffit de
prendre x = 0V Jy, s(y) = x pour P dans le schéma d’induction :

x=0V 3y, s(y) =zt s(x) =s(z)

FO=0 r=0V 3y, s(y) =z Jy,s(y) = s(x)

FO=0V3y,s(y) =0 x=0V3y,s(y) =xF s(x) =0V Iy, s(y) = s(x)

FVr,e=0V3y,sy) =z
1. On peut montrer la neutralité (a droite) :
4 O+z=zxtz=0+cz O0+z=xak s(z)=s(x)
4
s(0+z) =0+ s(z) O+x=ak s(0+2x)=s(z)
FO+0=0 O+x=akF0+s(x)=s(z)
FVe,0+2x==x
2. La commutativité de + :
DEs(s(y+2) =s(s(z+y)
DEs(s(y+2) =s(z+s(y))
T s(s(y+a) =s(s(y) + )
IEs(y+s(z) =s(s(y) + )
EE— Ve tu=ukere@=s@ o T s(y+5(2) = s(v) + s(2)
Ogi=y4FO+y:y Vy,e+y=y+axt s(x) =0+ s(x) S<z)+g_s(z) 'k s(s(z) +y) = s(y) + s(=x)
YOSy T o Vy,z+y=y-+ak s +0=0+s(x) B Tk s(z) + s(y) = s(y) + s(z)
FVYy,0+y=y+0 Vy,ze+y=y+abks(@)+y=y+s()

FVzy,z+y=y+az

oul =Vy,x+y=y+as(x)+y=y+s(z).

s(z + s(y)) = s(s(z + y)
s(s(y) + ) = s(z + s(y)
s(y +s(2)) = s(y + s(z)
s(y) + s(z) = s(s(y) + =
s(s(@) +y) = s(z) + s(y
s(z) + s(y) = s(s(z) +y



